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线段树的诱⼈特性

• 线段树是⼀种数据结构，它可以有效地回答对数组的范围查询，例如以 O(log n) 寻找
连续数组元素 a[l...r] 的和，或在 a[l...r] 中找到最⼤、最⼩元素等。


• 线段树允许修改数组，如替换其中的⼀个元素，甚⾄改变整个⼦段的元素


• 线段树还可以很容易地被推⼴到更⼤的维度，例如通过⼆维的⽚段树，可以以
O(log2n) 时间回答⼀个给定矩阵的某个⼦矩形上的总和或最⼩值查询。


• 线段树只需要线性的内存：标准的⽚段树使⽤4n顶点来处理⼤⼩为n的数组。


• 总的来说，线段树是⼀个⾮常灵活的数据结构，⽤它可以解决⼤量的问题。此外，线
段树还可以应⽤更复杂的操作，回答更复杂的查询。



要学好，先思考

• 为什么可以⽤ O(log n) 的时间查询到 n 个连续元素的和呢？


• 计算 n 个元素的和，时间必然为 O(n)


• 因此线段树这种数据结构必然维护了某些性质和信息，使得查询时可以直接使⽤


• O(log n) 很暧昧，让⼈想浮想联翩


• 分治法


• 平衡的 x 叉树上的各种查询


• 线段树的核⼼正是分治法和平衡 x 叉树



跑个题：分治法

• 分治，即分⽽治之：其过程除分和治外


• 最重要的是没提到的合并操作


• 分治法举例：归并排序


• 分——将⼀组 n 个元素⼀分为⼆组，⼆分为四组……直⾄ n 组


• 治：没得治了。不需要治


• 合并：⼩的元素排前⾯，⼤的排后⾯，⼆组合成新的⼀组


• 总结⼀下其实就是

h(xs ++ ys) = h(xs) ⊙ h(ys)
h([x]) = f(x)
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回归主题：线段树

• 简单起⻅，我们考虑线段树的最简单形式。


• 任务：给定⼀个数组 a[0...n-1]，必须能够找到索引 l 和 r 之间的所有元素的和，即
。且可以修改数组的元素。两种操作需要在 O(log n) 内完成。


• S1 ⽤分治法建⽴线段树：


• 拆解 a[0...n-1] 为 a[0...n/2] 和 a[n/2 + 1… n-1]


• 计算 a[0...n/2] 和 a[n/2 + 1… n-1] 和，并存储


• 当然了，上⾯那⼀步也是要先拆后求的（拆到叶⼦，即单个元素再求）

Σr
i=la[i]



S2 观察树的结构

• 使⽤分治法，我们得到了⼀棵很平衡的 2-叉树


• 假设数组为 a = [1,3,-2,8,-7]，得到的树如下


• ⼀些事实


• 树⾼ log n


• 节点最多 4n


• 假设 merge 是 O(1)， 
那么建树是 O(n)



S3 试试查询
• 很多 segment 的和都预先算好了，因此查询 a[l...r] 的和才可以快上加快


• 假设我们现在位于存储了 a[tl...tr] 的和的节点 
当前节点存储了a[tl...tr] 的和，设  
则左⼦树存储了 a[tl… tm] 的和，右⼦树存储了 a[tm + 1...tr] 的和


• Case 1: ，存储的和就是我们要的


• Case 2:  或 ，递归查询左⼦树或右⼦树


• Case 3: ， 
左右⼦树都得查，并合并结果


• a[l...tm] 的结果由左⼦树得到


• a[tm + 1...r] 的结果由右⼦树得到 

tm = (tl + tr)/2

l = tl, r = tr

tr ≤ tm tl ≥ tm

tl ≤ l < tm < r ≤ tr



S3 试试查询

• 假设数组为 ，查询为 。下图显示了查询过程


• 被访问的节点被标为蓝⾊、绿⾊


• 直接使⽤其存储的和的节点为绿⾊


• 速度为什么是 O(log n) 呢？


• 树⾼ O(log n)


• 每⼀层不会访问超过 4 个节点


• 假设当前层访问的节点不超过 4 个


• 若当前层访问的节点为1-2个，显然下⼀层访问不超过 4 个节点


• 若当前层访问的节点为 3-4 个，则当前层的中间 1-2 个节点不会⽣成递归调⽤，会⽴即返回。
因为我们查询的是连续⼦元素，只有最左和最右的节点会产⽣递归调⽤（上⼀⻚ case 3）

a = [1,3, − 2,8, − 7] Σ4
i=2a[i]



S3.5 查询速度
• 速度为什么是 O(log n) 呢？


• 树⾼ O(log n)


• 每⼀层不会访问超过 4 个节点


• 假设当前层访问的节点不超过 4 个


• 若当前层访问的节点为1-2个，显然下⼀层访问不超过 4 个节点


• 若当前层访问的节点为 3-4 个，则当前层的中间 1-2 个节点不会⽣成递归调⽤，会⽴即返
回。因为我们查询的是连续⼦元素，只有最左和最右的节点会产⽣递归调⽤（case 3）


• 例如  时，下⼀层中，对右⼦树的调⽤将直接返回，对左⼦树的调⽤才有新的
递归调⽤；  时，下⼀层只有⼀个对右⼦树的递归调⽤

l < (tl + tm)/2
l ≥ (tl + tm)/2



S4 试试更新 & 更新速度

• 假设数组（还）是 ，我们要做更新 。


• 那么跟新完后我们要更新整棵树存储的信息，以对应新的数组。


• 学过堆的都知道怎么做吧


• 因为每⼀层最多只改⼀个 node， 
时间复杂度 O(log n)


• 图示：绿⾊的节点存储的信息被更新

a = [1,3, − 2,8, − 7] a[2] = 3



线段树的实现
• 虽然我们前⾯⼀⼝⼀个数组，但显然线段树只代表了⼀种思想。


• 我们完全可以⽤链表来存储（经典树状结构），时间复杂度不变


• 不讲了


• 这⾥看⼀下⽤数组怎么存（其实也就是堆，不讲了）


• 给定数组 a，为查询连续元素 
的和制作对应的线段树 


• v 是当前 node（的下标）


• tl 和 tr 是当前 segment 的左端点和右端点

int n, t[4*INPUT_N];


void build(int a[], int v, int tl, int tr) {

    if (tl == tr) {

        t[v] = a[tl];

    } else {

        int tm = (tl + tr) / 2;

        build(a, v*2, tl, tm);

        build(a, v*2+1, tm+1, tr);

        t[v] = t[v*2] + t[v*2+1];

    }

}



线段树的实现
• 查询代码


• 更新代码

int sum(int v, int tl, int tr, int l, int r) {

    if (l > r) {return 0;}

    if (l == tl && r == tr) { return t[v]; }

    int tm = (tl + tr) / 2;

    return sum(v*2, tl, tm, l, min(r, tm))

           + sum(v*2+1, tm+1, tr, max(l, tm+1), r);

}

void update(int v, int tl, int tr, int pos, int new_val) {

    if (tl == tr) {

        t[v] = new_val;

    } else {

        int tm = (tl + tr) / 2;

        if (pos <= tm) { update(v*2, tl, tm, pos, new_val); }

        else { update(v*2+1, tm+1, tr, pos, new_val); }

        t[v] = t[v*2] + t[v*2+1];

    }

}



扩展话题



数组存储优化

• 当数组⻓度 n 满⾜  时，需要使⽤ 4n 的存储空间


• 因为最后⼀层的 2n 的存储空间只存了 1 个叶⼦


• 因此 2n 的空间就够了


• 下标计算


• 设在线段树中，当前节点的下标是 v，该节点负责存储 [l,r] 之间的某信息（如和）。


• 设 


• 左⼦树下标是 v+1，负责存储 [l,mid] 的某信息，共有  个节点


• 所以右⼦树可以从  开始

n = 2k + 1,k ∈ ℕ

mid = (l + r)/2

2 * (mid − l + 1) − 1

v + 2 * (mid − l + 1)



⼀些常⻅的查询
• 区间和


• 区间的最⼤、最⼩元素


• 区间的最⼤元素和出现次数


• 计算区间的最⼤公约数、最⼩公倍数


• 统计区间中 0 的个数、查找第 k 个 0


• 给定 x，求解最⼩下标 i，使得数组的前 i 个元素的和不⼩于 x


• 给定 x，查找区间内第⼀个超过 x 的元素的下标


• 给定区间 [l,r]，找到⼦区间 [l’, r’] 使得和最⼤（滑动窗⼝也可）


• 还有好多，看这⾥吧：https://cp-algorithms.com/data_structures/
segment_tree.html



线段树的区间修改
• 要求在修改区间时把所有包含在区间 [l,r] 中的节点都遍历、修改⼀次，时间复杂度顶
不住。我们这⾥引⼊ lazy propogation。


• 简单的思想：在尽量少的节点记录新值并适当做标记


• 例如要把 a[l...r] 的值都加上 x，则只在 query 到的每个节点处记录”+ x“ 这个信息。树⾼ log 
n，这样最多也只会记录 log n 次。如果下次 query 的时候查到了 a[l...r] 中的数据，则顺道在
查询的时候利⽤上 “+ x” 就⾏了。


• 例如要把 a[l...r] 都赋值成 p，设当前节点为 v，则 v 下的每个⼦节点都要被赋值成 p 时，直
接在 v 上做⼀个标记 p 并跳过对⼦节点的递归处理。该标记表示从节点 v 开始，所有⼦⼦孙
孙节点的信息都作废。因此复杂度也是 log n。之后要把 a[l...r] 中的某些元素赋值成其他值
时，需要将路径上有标记的节点”下推“。例如⼀开始 a[0...n-1] = p，则根节点被标记为 p。
后来 a[0… n/2] = q，则需要把标记 p 下推到两棵⼦树，最终只有右⼦树的标记还是 p。


• ……



LeetCode 题⽬

• TBD


